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1 Operatia produs scalar. Proprietati

Definitia 1. Definim operatia -: V x V— R produsul scalar a doi vectori, cu
proprietatea cd, dacd U st o sunt doi vectori din plan, produsul lor scalar

U este numdarul real | ||| cos (LU, V).
Teorema 1. Produsul scalar a doi vectori planari, o St 7, este comutativ,
adicd:
Demonstratie. Prin calcul putem observa ca:

T X =D = [D[Xcos (£FX)

Teorema 2. Produsul scalar a doi vectori planoﬂ, w st , este nul, daca
st numai dacd mdcar una din conditiile W =0, 7 =0 s wJ_Y este
adevaratd.

Demonstratie. Egalam produsul scalar al celor doi vectori cu zero:
TN =0

Folosind definitia:

&X' | cos (£W,X) =0

Prin urmare, avem variantele:
[@=0
W%: 0
cos (L&, X)=0

Cu alte vorbe, este adevarata cel putin una din conditii:
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Teorema 3. Produsul scalar este disﬁ;ibutiv fata de suma vectoriald, adicd,
pentru trei vectori planari ﬁ, 7 st 1, este adevarata relatia:

Y@+ =0 T4y X

_)
Demonstratie. Notam unghiurile ¢ = £ (w,ﬁ), v = 4(?,?—1—7) siw =
Z(X,& 4+ X). Scriem ci:

U (@+R) = W‘|ﬁ+7|cos(a+@)
si ca:
?-ﬁ—i—?-?z ’?‘[|3|Cosﬂ+\7|cos(ﬁ+ﬁ+u7)]
Avem, prin urmare, de demonstrat ca:
| & + X | cos (it + 9) = || cos it + | X| cos (@ + D + )

In triunghiul vectorial A (7, 7,? + 7), aplicim Teorema sinusurilor:

¥ _ Xl _ [F+X]

sinw  sin?®  sin (0 + )

Inlocuind, ramane de demonstrat ci:
sin (0 + ) cos (4 + ©) = sinw cos @ + sin ¥ cos (4 + 0 + )
Folosind formulele de expansiune trigonometrice:
(sin cos W + cos ¥ sin ) (cos @t cos & — sin G sin ¥) = sin w cos 4+
sin 0 (cos i cos ¥ cos W — sin G sin ¥ cos W — sin @ cos ¥ sinw — sin @ sin ¥ cos W)
Adica, calculand, putem ajunge la:

cos @i cos® D sin = cos @ sin 1 — cos @ sin? 9 sin W

Prin urmare, avem de demonstrat:

2

cos? 9 =1 — sin?

0
Care este adevirat, folosind Formula Fundamentalad a Trigonometriei.

Teorema 4. Produsul scalar este asociativ fatd de produsul vectorilor cu un
numdr real, adica, dacd avem a€ R si 3,76 V, este adevarata relatia:

a(W-¥) = (W) N =& (aX)
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Demonstratie. Relatia este adevarata din definitie, folosind proprietatea funda-
mentala, adevarata pentru orice vector 7 si numar real 7:

| =r|7]

Teorema 5. Produsul scalar al vectorului ? cu el insusi este egal cu patratul
modulului acestuia, adicd este adevdrat cd:

2
¢ ?=19l
Demonstratie. Unghiul dintre un vector si el insusi este:

Z(3,8)=0rad

Prin urmare, cosinusul acestui unghi este:

cos (LB, 8)=1

Aplicand definitia:

@@ =B @ cos (£8,9)

Adica:

?-3=138

2 Interpretarea analitica a produsului scalar

Teorema 6. Fie & st ? dot vectori in sistemul de coordonate carteziene
(sistemul ortogonal) zOy, determinati de expresiile T =ai + bj si 3 =
ci +dj, unde ab,c,de R si ( i, ) sunt versorii axelor de coordonate alese.

In aceste conditii, este adevaratd relatia:
z- ? =ac+ bd
Demonstratie. Produsul scalar al celor doi vectori se scrie:
?.?: (a?+b7) . (c?+d?)
Folosind distributivitatea:

7P =ac|? 7 _'>)

2 —2
+bd‘j’ +(ad+bc)(z < J

Din proprietatile versorilor,

t|=|j|=1s1 ¢Lj, prin urmare:

7P =ac+bd



& encicLerul

Teorema 7. Fie & st 3 doi vectori in sistemul de coordonate carteziene
(sistemul ortonormat) Oxyz, determinati de expresiile T =ai + bj +ck s
? =mi +nj +pk, unde a,be,mn,pe R si ( 1,7 ,k) sunt versorii axelor
de coordonate alese. In aceste conditii, sunt adevarate relatiile:

?-?zam—i—bn—i—cp

Demonstratie. Produsul scalar se scrie:
7.3 = (a7+b7+c?) : (m7+n7+p?)
Adica avem, conform distributivitatii
z . ? =am ‘7’2 + bn ’7‘2 —|—cp‘?‘2—|—

+ (an + bm) (77) + (ap+ cm) (7?) + (bp + cn) (??)
Folosind proprietéatile versorilor:
?-?zam—l—bn—kcp
Ceea ce trebuia demonstrat.

Definitia 2. Un vector a este un set de n > 1 numere reale, nu neapdarat
distincte, ale caror ordine este importantd. Notam a =[1,2,3] un vector cu trei
elemente.

Definitia 3. Numdrul de elemente ale unui vector a se numeste dimensiunea
vectorulus a.

Proprietatea 1. Orice vector d de dimensiune 2 are un vector 7 planar
corespunzitor (intre multimea Vp a vectorilor planari si R?, multimea vectorilor
de dimensiune 2 existd o bijectie).

Proprietatea 2. Orice vector t de dimensiune 3 are un vector t spatial
corespunzitor (intre multimea Vs a vectorilor spatiali si R, multimea vectorilor
de dimensiune 3 existd o bijectie).

Definitia 4. Dacd avem doi vectori de aceeasi dimensiune notatd cu n, fie
acestia a $i b, definiti cu valorile a = [aj,aq,...,a,] st b = [by,ba, ... by],
numim suma lor vectorul de dimensiune n, pentru care

s:a—|—b:[a1—|—bl,a2—|—b2,...,an—|—bn]

%
Observatie. Suma a doi vectori @ si b din plan este un caz particular al
. ) . .. ) N T S
sumei a doi vectori algebrici. Dacd avem « =ai +8j si b =~vi +407,
LS — — - . <
atunci @ + b = (a+7) @ +(B+0) j. Aceastd constructie ilustreazd suma
vectorilor bidimensionali a = [a,] si b = [v,d].
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Definitia 5. Dacd avem un vector de dimensiune n, fie acesta a, definit cu
valorile a = [ay,az, . ..,a,] $i un scalar real m, numim vectorul produs al vec-
torului a cu scalarul m acel vector de dimensiune n pentru care p = ma =
[may,mag, ... ,may].

Observatie. Produsul cu un scalar m al vectorului planar d este un caz partic-

. . . o - —
ular al produsului unui vector algebric cu un scalar. Daca avem d=ai+ 67,

. — ; o .. o .
atunci md@ = ma i +mf j . Aceasta constructie ilustreaza produsul vectorului

bidimensional a = [a,b] cu scalarul real m.

Definitia 6. Dacd avem doi vectori de aceeasi dimensiune notatd cu n, fie
acestia a $i b, definiti cu valorile a = [ay,a9,...,a,] st b = [b1,ba,...,bs],
numim produsul lor scalar numdrul real pentru care este adevdratda relatia p =
aob:a1b1+a2b2+...+anbn.

ﬁ
Observatie. Produsul scalar a doi vectori a si b din plan este un caz particular
al produsului scalar al doi vectori algebrici. Dacd avem d = ai + (75 si
- — — .S - .. <
b =~4 +dj,atunci @ - b = ay+ 5. Aceastd constructie ilustreaza
produsul scalar al vectorilor bidimensionali a = [«,(] si b = [v,0].

3 Probleme de perpendicularitate — demonstratii
vectoriale

Problema !1. Fie AABC un triunghi, cu I centrul sau inscris. Fie AINBC =
{D}. Mediatoarea lui (AD) intersecteazd dreapta BI in punctul E. Demonstrati
ca ED1CI.

Forumurile Art of Problem Solving

Indicatie. Exprima 6’7 vectorial, folosind relatia vectoriald a bisectoarei in

AACD. Exprima ﬁ vectorial in functie de segmentele cu relatii vectoriale
cunoscute in AABC. Foloseste distributivitatea produsului scalar, pentru a

demonstra ca ﬁ . a =0.

Problema *2. Fie C; si Co cu centrele Oy si Oz, secante in A si B. In aceste
conditii, este adevdratd relatia AB1010,.

Teorema Azei Radicale

Solutie. Pentru a demonstra cd AB 10105, este suficient sa aratim ca zﬁ .
e
0105 = 0. Calculam ca:

9AB = A0, — BO, + AO, — BO,

Si, in mod asemanator, calculam:

20105 = AO9 + BOy — AO1 — BO;,
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Dupa calcule ajungem la:
—
24D - 20,05 = (AO? — AOZ) + (BO? — BO3)
Dar, din conditiile de raze:

4(@-01—0;)=0

Prin urmare:

AL - 0,0, =0

Ceea ce trebuia demonstrat.

Problema 3. Se considerd AABC, in care m (£LA) =90, m (£B) = 30, iar D
este piciorul indltimii din A. Fie punctul E € (AD) astfel incit DE = 3AE si
F piciorul perpendicularei din D pe dreapta BE. Ardtati ca AFLFC.

Olimpiada de Matematica, etapa finald, 2017, clasa a VII-a

Solutie. Trebuie sa demonstram ca:

AF.FC =0

Conform distributivitatii, rimane de demonstrat:

AD-FB+AD-BC + DF-FB+DF-BC =0

Din AD1BC si DFLFB, BC = 2AC si AD = 4DE, calculand, obtinem

concluzia.

Problema 4. Fie AABC un triunghi dreptunghic in A. Bisectoarea unghiului
ACB intersecteaza latura (AB) in punctul D si perpendiculara in B pe BC in
punctul E. Notam cu F simetricul lui E fatd de B si cu P intersectia dreptelor

DF si BC. Demonstrati ca EPLCF.

Olimpiada de Matematica, etapa finala, 2016, clasa a VI-a

Indicatie. Se calculeaza produsul scalar ﬁ . ﬁ , folosindu-se distributivitatea
si relatiile de perpendicularitate AB1 AC si EF 1 BC, si se demonstreaza egal-
itatea sa cu 0. Sintetic, se demonstreazid ci P este ortocentru in AABC.

4 Extindere — produsul vectorial, produsul triplu
scalar, produsul triplu vectorial

Definitia 7. Definim operatia x: V xV — V, cu proprietatea cd, dacd 0 st
o sunt doi vectori in spatiu, W=7 x 7 este un vector definit de:

o Modulul |&| = \@ 17| -sin (LU, V), egal cu aria paralelogramului deter-
minat de U st U



& encicLerul

e Directia § (W) L 6 (W) si 6 (W) L 6 (), adica § (W) L (U, 7);

o Sensul J(ﬁ) determinat de requla mdinit drepte — degetele ardatator si
muylociu trebuie orientate de-a lungul lui 0 st 7, 1ar degetul mare indicd
sensul vectorului produs vectorial.

Proprietatea 3. Intre versorii ( i,7,k ) at unui sistem ortonormat sunt ade-
varate relatiile:

T T U T
e | X i =7j5X%xj7=kxk=020;
- - V-
e i X j=—jx1i=%k;
- = - = -
e j Xk=—kxj=1;
- = - = =
e kxi=—ixk=7.

Proprietatea 4. Operatia produs vectorial are relatiile:
e UXU=-1x 7, relatia de anticomutativitate;
e UxU= ﬁ, consecintd a relatiei anterioare;
o U X (7 + ﬁ) = U XU+ U xW, distributivitate fata de suma vectoriald;
D e U x (U xW) = 6>, identitatea lui Jacobi.

Definitia 8. Produsul triplu scalar a trei vectori se defineste ca U -(7 x W) =
V(W x W) =T (U x V) si reprezinta volumul (cu semn,) al paralelipipedului
determinat de cei trei vectori.

Definitia 9. Produsul triplu vectorial a trei vectori se defineste ca U x (7 X W) =
(W) x ¥ — («-V) x W si reprezinta o aplicatie geometrica a algebrei
analitice.



